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MỞ ĐẦU 

 

Định lí điểm bất động Banach (hay nguyên lí co Banach) đã được 

Banach chứng minh vào năm 1922. Từ đó đã có nhiều người tổng quát hóa kết 

quả này theo nhiều hướng khác nhau. Năm 1989, Bakhtin [2] đã giới thiệu khái 

niệm không gian b metric và chứng minh Định lí điểm bất động đối với ánh 

xạ co trong không gian b metric, là tổng quát hóa của nguyên lí co Banach 

trong không gian metric. Năm 1996, Kada [6] đã giới thiệu khoảng cách và 

chứng minh Định lí điểm bất động Caristi. Năm 2014, Hussian [4] đã giới thiệu 

khái niệm t khoảng cách trong không gian b  metric tổng quát, là tổng 

quát của khoảng cách và chứng minh định lí điểm bất động trong không 

gian b  metric được sắp thứ tự bộ phận bằng cách sử dụng t khoảng cách. 

Năm 2015, Khojasteh [7] đã giới thiệu khái niệm hàm mô phỏng để tổng quát 

hóa nguyên lí co Banach. 

Mục đích của luận văn là giới thiệu về không gian b metric, một trong 

các mở rộng của không gian metric và trình bày một số kết quả về điểm bất 

động trên các không gian b metric với t khoảng cách. 

Với mục đích đó, chúng tôi chọn đề tài: “Định lí điểm bất động trong 

không gian b  metric với t khoảng cách”. 

Nội dung luận văn được viết chủ yếu dựa trên các tài liệu [8] và [9],  

gồm 32 trang, trong đó có phần mở đầu, hai chương nội dung, phần kết luận và 

danh mục tài liệu tham khảo. 

Chương 1: Giới thiệu khái niệm và một vài tính chất của không gian b

metric và một số định lí điểm bất động trên không gian b metric. 

Chương 2: Là nội dung chính của luận văn, trình bày lại các kết quả 

nghiên cứu gần đây của S.K Mohanta về điểm bất động trong không gian b
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metric với t khoảng cách và kết quả của C. Mongkolkehaa, Y.J. Chob và P. 

Kumam về điểm bất động trong không gian b metric đối với m hàm với 

t khoảng cách. 

Cuối cùng là phần kết luận trình bày tóm tắt kết quả đạt được. 
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Chƣơng 1 

KHÔNG GIAN b METRIC 
 

1.1. Không gian b metric 

Định nghĩa 1.1.1.  Cho E  là tập không rỗng và 1k   là số thực. Hàm  

: [0, )E E  được gọi là b metric trên E  nếu  

) ( , ) 0i s t s t   

) ( , ) ( , )ii s t t s  với mọi ,s t E   

) ( , ) ( ( , ) ( , ))iii s t k s r r t  với mọi , ,s t r E  

Cặp( , )E  được gọi là không gian b metric với hệ số k . 

Ví dụ 1.1.2. Cho {-1,0,1}E , : [0, )E E  xác định bởi 

( , ) ( , )s t t s   với ,s t E  ( , ) 0,s s s E   và  ( 1,0) 3,
 

( 1,1) (0,1) 1. Khi đó ( , )E  là không gian b  metric với 
3

2
k , 

nhưng không là không gian metric vì 
 

              ( 1,1) (1,0) 1 1 2 3 ( 1,0) . 

Ví dụ 1.1.3. Cho E  và : E E  thỏa mãn 

                           
2( , ) | |s t s t   với ,s t E .  

Khi đó ( , )E  là không gian b metric với 2k   nhưng không là 

không gian metric.  

Định nghĩa 1.1.4. Cho ( , )E  là  không gian b  metric, s E  và { }
n
s  là một 

dãy trong E . Khi đó  

( )i  { }
n
s  hội tụ đến s   lim ( , ) 0

nn
s s  .  

       Kí hiệu lim
nn
s s  hoặc ns s  khi n .  
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( )ii  { }
n
s  là dãy Cauchy  

,
lim ( , ) 0

n mn m
s s  . 

( )iii   ( , )E  là đầy đủ mọi dãy Cauchy trong E  đều hội tụ. 

Định nghĩa 1.1.5. Cho ( , )E  là không gian b metric và ánh xạ :f E E . 

Ta nói rằng f  liên tục tại 0s E  nếu với mọi dãy { }ns  trong E , 0n
s s  khi 

n  thì 0
( ) ( )
n

f s f s   khi n . Nếu f  liên tục tại mỗi điểm 0
s E   

thì ta nói f  liên tục trên E . 

Định lí 1.1.6 ([1]). Cho ( , )E  là  không gian b  metric, giả sử { }ns  và { }nt  

hội tụ đến ,s t E , tương ứng. Khi đó   

                 
2

2

1
( , ) lim inf ( , ) limsup ( , ) ( , )

n n n nn n
s t s t s t k s t

k
. 

Đặc biệt, nếu s t   thì lim ( , ) 0
n nn
s t .  Ngoài ra, với mỗi r E , ta có  

        
1
( , ) lim inf ( , ) limsup ( , ) ( , )

n nn n
s r s r s r k s r

k
 . 

Bổ đề 1.1.7. Cho ( , )E  là không gian b metric với hệ số k  và { }
n
s E  sao 

cho  
n
s s  và 

n
s t . Khi đó s t . 

Bổ đề 1.1.8.  Cho ( , )E  là không gian b metric với hệ số k   và  
0

{ }n
k k
s E .  

Khi đó:  

    1 1

0 0 1 2 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n
n n n n n
s s k s s k s s k s s . 

Chứng minh. Ta có 

                  
0 0 1 1 2 0 1 1

( , ) [ ( , ) ( , )] ( , ) ( , )
n n
s s k s s s s k s s k s s   

               
2

0 1 1 2 2
( , ) [ ( , ) ( , )]

n
k s s k s s s s   

                        
2 2

0 1 1 2 2
( , ) ( , ) ( , )

n
k s s k s s k s s   

                        … 

                        
1 1

0 1 2 1 1
( , ) ( , ) ( , )n n

n n n n
k s s k s s k s s .  
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Bổ đề 1.1.9. Cho { }
n
t  là dãy trong không gian b metric ( , )E  với hệ số k   

sao cho  

    
1 1

( , ) ( , )
n n n n
t t t t                                     

với 
1

0
k

  và mỗi n . Khi đó { }
n
t  là dãy Cauchy trong E . 

1.2. Định lí Banach trong không gian b -metric  

Định lí 1.2.1. Cho ( , )E  là không gian b metric đầy đủ với hệ số k , và 

:f E E  là ánh xạ sao cho với 
1

0
k

, 

                           fs ft s t( , ) ( , )                                        

với mọi ,s t E . Khi đó f  có điểm bất động duy nhất r , và với mỗi 
0
s E , 

dãy 
0

{ }nf s  hội tụ đến r . 

Chứng minh. Lấy 
0
s E  bất kì và kí hiệu 

0

n
n
t f s . Khi đó  

        
1 1 1

( , ) ( , ) ( , )
n n n n n n
t t ft ft t t            

Với  mỗi 1,2....n  Bổ đề 1.1.9 kéo theo { }
n
t  là dãy Cauchy, và vì ( , )E  đầy 

đủ, nên r E  sao cho 
n
t r  khi n . Khi đó  

                                  
1

( , ) ( ( , ) ( , ))
n n

fr r k fr ft t r  

                                              
1

( ( , ) ( , )) 0
n n

k r t t r                          

khi n . Do đó, ( , ) 0fr r  và fr r . 

Nếu 
1 1
fr r , thì ta có 

1 1 1 1
( , ) ( , ) ( , )r r fr fr r r r r .                      

Định lí 1.2.2. Cho ( , )E  là không gian b metric đầy đủ với hệ số k . Cho 

:f E E  là ánh xạ sao cho với mỗi n  tồn tại (0,1)
n

 sao cho 

lim 0
nn

 và  ( , ) ( , )n n
n

f s f t s t  với mọi ,s t E . Khi đó f  có điểm bất 

động duy nhất . 
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Chứng minh. Lấy  sao cho 
1

0
k

 . Vì 0
n

 khi n , nên 

tồn tại 
0 0

: ,
n

n n n . Khi đó ( , ) ( , ), ,n nf s f t s t s t E  khi 

0
n n . Nói cách khác, với 

0
m n  tùy ý, 

mg f  thỏa mãn   

                                 ( , ) ( , ), ,gs gt s t s t E .  

Theo Định lí 1.2.2 ! :r gr r . Khi đó 
mf r r , kéo theo 

1 ( )m mf r f fr fr  và fr  là điểm bất động của 
mg f . Vì điểm bất động 

của g  là duy nhất, nên fr r .                                                                                                         

Định lí 1.2.3. Cho ( , )E  là không gian b -metric đầy đủ với hằng số 1k , và 

giả sử :f E E  thỏa mãn ( ( ), ( )) ( ( , )), ,f s f t s t s t E ,  trong đó 

:  là hàm tăng  và thỏa mãn   lim ( ) 0n

n
t  với mỗi 0t . Khi đó 

! : ( )s E f s s   và lim ( ) , .n

n
f s s s E  

Chứng minh. Trước tiên theo giả thiết về  suy ra   

0
lim ( ) 0
t

t , 

do đó f  liên tục. Bây giờ, cho s E  và 0  tùy ý. Chọn n  sao cho 

( )
2

n

k
.  Đặt 

ng f  và ( )m
m
s g s  với mỗi m .  Khi đó  

    
1

( , ) ( ( ), ( )) ( ( ( ), )m m nm

m m
s s g gs g s g s s . 

Do đó, 
1

lim ( , ) 0
m mm
s s . 

Bây giờ chọn m  sao cho 1
( , )

2m m
s s

k
 và  lấy ( ; ).

m
u B s  Khi đó  

       ( ( ), ( )) ( ( , )) ( )
2

n n

m m
g u g s u s

k
  và  


